
� 常微分方程式の数値解法

��� 一階常微分方程式の数値解法の概要

未知の関数とその導関数を含む方程式を微分方程式 ����������	
 ���	����とよび，導関数の次数
の最大が� のとき，� 階微分方程式という．また，未知関数が１個の独立変数のみを含むとき，常微
分方程式 �����	�� ���������	
 ���	����とよぶ．また複数の独立変数を含む場合は偏微分方程式
��	���	
 ���������	
 ���	���� という．ここでは，もっとも基本となる一階常微分方程式を扱うこ
ととする．
独立変数 �と，その関数 ����に関して，

�� � ���� �� �����

が与えられているとする．ここで ��は �の �に関する一階微分 �����であり，���� ��はその微分を �

と �の式によって表したものである．いま，初期値 �� � �����が与えられたとき，区間 ���� ���におけ
る ����の値を数値的に求める初期値問題 ������	
��	
�� ���
���を考える．
区間 ���� ���が幅 �の均等な 	個の区間に分割されているとしたとき，次の式がなりたつ．
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ここで，������は �����の数値解である．上の式の右辺第二項の積分をいかにして精度良く，かつ効率的
に数値計算するか，ということが，この常微分方程式の数値解法の目的となる．
常微分方程式の数値解法の分類としては，

１段法： ����の計算に ��� ��� �のみを用いるもの．代表例としてはオイラー法，修正オイラー法，ルン
ゲ・クッタ法など

多段法： ����の計算に ��の前段の ����� ����� � � �を用いるもの．代表例としてはアダムス・バッシュフォー
ス法，アダムス・ムルトン法など．

に大きく分けることができる．ここではそれぞれの代表的な手法について見ていくことにする．

��� オイラー法

オイラー法とは，式 ���
�を
���� � �� 	 ������ ��� �����

により ����を逐次計算していくものである．これは式 ���
�の右辺第二項の積分を，幅 �高さ ����� ���

の矩形の面積で近似していることに他ならない．
これは，������� � ���� 	 ��を ��まわりにテイラー展開して得られる式
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において，一次の項までの式と等しい．（������ � ����� ���である．）よって，オイラー法の打ち切り誤差
は ��のオーダとなる．

【練習問題 ���】
次の常微分方程式に関してきざみ幅 � � ���として � � ���のときの �を求めよ．

����� � �� ���� � ���

ちなみに，この常微分方程式の解析解は ���� � ��であり，������ � ���� � �����
� � � �である．
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��� 修正オイラー法

オイラー法が式 ���
�の積分の項を矩形で近似して計算したのに対して，修正オイラー法は台形で近
似を行う．
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で計算を行うものである．ただし，この式の右辺には ����が含まれているために，このままで計算がで
きない．そこで，この右辺の ����を先に述べたオイラー法で予測（近似）した値 �����を求め，その値
を用いて計算をする．
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修正オイラー法は先ほど述べたテイラー展開の２次までの項の展開結果と等しい内容をもつ．

【練習問題 ��
】
先の次の常微分方程式の初期値問題を修正オイラー法で解いてみよ．

��� ルンゲ・クッタ法

常微分方程式の初期値問題の数値解法としてもっとも一般的に用いられるのは，以下にしめす４次の
ルンゲ・クッタ法 �����������	 ������ である．
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４次のルンゲ・クッタ法は４次までのテイラー展開法と等価であり，打ち切りの誤差のオーダーは ��と
なり，計算精度が高い．ただし，オイラー法と比較すると一つの ��の計算に際して ���� ��の計算が４
回必要となるため，計算負荷は高くなる．

��� アダムス・バッシュフォース法

次に多段法のひとつであるアダムス・バッシュフォース ���	����	�������法について説明をす
る．この方法は過去何点かの � の値を用いて区間 ���� ����� の � の値を外挿して求める方法であり，

段法の場合（過去 点使用の場合）には，
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のように，各 ��の値に重み �������をかけて総和をとることでオイラー法の �� � ����� ���よりもよい積
分の近似を得ようとするものである．
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今， � 
の場合�２段法�を考える．２段法では区間 ���� �����の � の値を ������ �����と ���� ���を
結ぶ直線によって外挿することから，
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で与えられる．アダムス・バッシュフォース法の 段の場合の係数を以下に示す．
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多段法の場合には，最初に計算の段数 個のデータの組み ���� ��� �� � �� � � � �が必要であるため，
それらは修正オイラー法やルンゲ・クッタ法などの１段法などにより求めておく．

��� アダムス・ムルトン法

アダムス・バッシュフォース法が外挿に基づいていたのに対して，別の多段法であるアダムス・ムルトン
���	�����
���法は内挿を用いている．これは，区間 ���� �����の間の�の値を，����� ��� � � � � ������

までの 個の値を用いて内挿して求めるものである．式としては，
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で与えられる． � 
のときには，
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で与えられる．
アダムス・ムルトン法と先ほどのアダムス・バッシュフォース法との大きな違いは，式の中に ����が
含まれている点である．����の計算には ����が必要である．そのため，まず別の方法で ����の近似値
�	���を求めて，����と ����を求める．そのようにして求められた ����を ����� として，また公式に代入
して �	���を再計算する．そうした計算を ������ � �	����が �以下になるまで，繰り返すことで精度を高め
ていく手法である．アダムス・ムルトン法の係数を以下にまとめる．
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��� 連立１階常微分方程式

つぎに，独立な変数 �に対して，��� ��� � � � � ��なる 	個の変数について以下のような常微分方程式が
与えられているとする．
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これは，上記の連立方程式をベクトル表現して，
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とした場合，これまでの議論をそのまま適用できる．たとえば，オイラー法は，
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となり，４次のルンゲ・クッタ法は以下の式で与えられる．
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��	 高階常微分方程式

これまで �階の常微分方程式を考えてきたが，最後に２階以上の常微分方程式の数値解法について概
要を述べることにする．高階の常微分方程式の初期値問題は次のように定式化される．
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ただし，初期値として ����� � ��� ������ � ���� � � � � ���������� � �
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ここで，�の �階の導関数 �｛���｝に対して変数を割り当てて，����� � �������とする．すると，先の高階
常微分方程式はつぎのような連立一階常微分方程式となる．

������ � �����

������ � �����

� � � � � � � � � ���
�

�������� � �����

������ � ���� ��� ��� � � � � ���

また，初期値は
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となる．このように，高階の常微分方程式は導関数の階数ごとに変数を導入することで連立一階常微分
方程式の初期値問題に置き換えることができる．それによって先に述べた連立一階常微分方程式の数値
解法を用いて計算することができる．
独立な変数が複数になった場合の偏微分方程式の数値解法に関しては，偏微分方程式の形式にごとに
さまざまな数値解法が提案されている．これらについては本講義では省略する．

【練習問題 ���】
以下の運動方程式を連立１階常微分方程式の形式に書きかえよ．
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